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RÉSUMÉ. Nous explicitons les centralisateurs dans un groupe discret cocompact d'isométrie 
du plan euclidien. 



Introduction 

Nous donnons de façon explicite les centralisateurs dans un groupe cristallographique 
2-dimensionnel (ou encore : sous-groupes discrets cocompacts d'isométrie de E^, ou ir°^^ 
d'orbiétés euclidiennes). 

1. Rappels sur les groupes Fuchsiens 

Soit r un groupe discret cocompact d'isométrie de E^, ou S^. Il est connu que F admet 
une des deux présentations suivantes où p,q,g,aj G N* et aj > 1. 

Si F préserve l'orientation : 

9 

< ai, 6i, ...,ag, bg, ci, . . . , Cq, di,...,dp \ c"^ = 1, (JJ[ai, bi])ci ■ ■ ■ Cqdi ■ ■ ■ dp = 1 > 

î=i 

Si F renverse l'orientation : 

< ai,... ,ag,ci, . . . ,Cq,di, . . . ,dp \ c"^ = 1, af • • • a^ci ■ ■ ■ Cqdi ■ ■ ■ dp = 1 > 

Ces groupes, parfois appelés groupes Fuchsiens ou encore planaires, sont bien connus des 
analystes complexes, des géomètres et des topologues, et largement étudiés. Aussi, pour une 
introduction aux groupes Fuchsiens au sens où nous l'entendons nous renvoyons le lecteur 
aux ouvrages de référence [JSj . |He] et [LS| . Nous rappelerons les résultats qui nous serons 
utiles dans la suite. 

Topologiquement, le groupe Fuchsien F préservant (resp. renversant) l'orientation, est 
le groupe fondamental de l'espace topologique K que l'on obtient en retirant q disques 
disjoints sur la surface B orientable (resp. non orientable) de genre g, et en recollant sur les 
q composantes au bord de la surface obtenue, des disques, par des applications de degrés 
respectifs ai, 02, • • • , Oç. 

Dans le cas où B est à bord non vide, la dernière relation peut être transformée en 

9 

dj^ = dj+i ■ ■ ■ dp.(^[ai, hi]).ci ■ ■ ■ Cqdi ■ ■ ■ dj-i 
1=1 
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OU 

g 

dj^ = dj+i ■ ■ ■ dp.{Y\_aj).ci ■ ■ ■ Cqdi ■ ■ ■ dj-i 

i=l 

pour tout j = 1 ■ ■ ■ n. Un changement de Tietze permet alors de supprimer cette relation 
et le générateur dj. Ainsi F est le produit libre des groupes cycliques engendrés par les 
générateurs ai, bj {dans le cas orientable), Ck, et di, h l'exception de l'un quelconque des di. 

Il est bien connu qu'un produit libre de groupes cycliques contient un sous-groupe libre 
d'indice fini. En particulier, si dB ^ 0, alors F contient le groupe d'une surface à bord non 
vide, comme sous-groupe d'indice fini. Ce résultat reste vrai dans le cas oir la surface B est 
fermée comme l'établit le théorème suivant (théorème 12.2, [He]). 

Théorème 1.1 (Sous-groupe de surface d'indice fini). Soit F un groupe discret cocompact 
d'isométrie de E?, ou S^. SiT admet pour présentation : 

9 

< ai,bi, . . . ,ag,bg,ci, . . . ,Cg \ = l, (Y\[ai,bi])ci---Cg = l> (1) 

i=l 

ou 

< ai,. . . ,ag,ci,. . . ,Cg \c"' =1, • • • a^ci ■ ■ ■ Cg = 1 > (2) 

alors, F contient le groupe d'une surface fermée F, comme sous-groupe d'indice fini, l. De 
plus la caractéristique d'Euler de F, est donnée par la formule suivante : 

(F) = / - 25 - Eti(l - i)) dans le cas (1) 

' 1 ^(2-5-ELi(l-i-)) dans le cas (2) 

En particulier, x{P) > ssi. 

Cas (1) : g = 0, et soit q <2 soit q = 3 et 1/ai + l/a2 + l/a^ > 1. 

Cas (2) : g = 1, q = 1 et ai = 2 ou g = et soit q < 2 soit q = 3 et l/ai + l/a2 + l/a3 > 1. 
et x(-^) = seulement dans les cas suivants : 

Cas (1) : g = 1 et q = ; ou g = 0, q = 3, d'indices (3, 3, 3), (2, 4, 4) ou (2, 3, 6) ; ou g = 0, 
g = 4, d'indices (2,2,2,2). 

Cas (2) : g = 2 et q = ; ou g = 1, q = 2, d'indices (2,2). 

Remarque 1 : Si x{^) ^ 0) alors F est infini. Ainsi, si B est fermée, F est fini ssi xi^) > 0- 
Si dB 7^ 0, alors F est cyclique fini lorsque = 0, g > 1 et p = 1, et infini sinon. 

Remarque 2 : Les groupes finis obtenues (sous-groupes discrets d'isométrie de 5^, ou 
encore sous-groupes finis de 0(3)) sont : 

- g' = et g < 2, F est cyclique fini. 

- g = et q = 3, d'indices : 

- (2, 2, n) ; F est le groupe diédral D2n- 

- (2, 3, 3) ; F est le groupe tétraédral A4. 

- (2,3,4) ; F est le groupe octaédral S4. 

- (2, 3, 5) ; F est le groupe icosaédral A^. 

-5f = l,g=l, ai = 2etF renverse l'orientation : F = Z4. 

Dans un sens, un groupe Fuchsien est un "groupe de surface avec torsion". Le théorème 
suivant établit que si F est infini les seuls éléments de torsion sont à conjugaison près les 
Ci. C'est la proposition 6.2 de [LS], ou sous une forme plus réduite la proposition n.3.6 de 

m- 

Théorème 1.2 (Torsion dans un groupe Fuchsien infini). Soit T, donné par une des 
présentations (1) ou (2) figurant plus haut. Si F est infini, alors tout élément u non trivial, 
de torsion, est dans un conjugué d'un des sous-groupes < Cj >, pour j = 1, . . . ,q. De plus 
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il s'écrit de façon unique sous la forme u = vCjV , avec < n < aj , i.e., si il s'écrit aussi 
u = wc^w~^ , avec < m < a^, alors j = k, n = m, et w = vc'j, pour t G Z. 

2. Centralisateurs des groupes Fuchsiens infinis 

Notons B la surface obtenue en retirant q disques disjoints sur B. Si la surface B est non 
orientable, il en va de même de la surface B. Considérons le revêtement d'orientation de 
B. Puisque tout lacet de dB préserve l'orientation, ce revêtement s'étend à un revêtement 
à deux feuillets K de K. Le groupe 7ri{K) s'injecte dans iriiK) = T, nous noterons T son 
image. C'est un sous-groupe d'indice 2 dans T. 

Ce sous-groupe F peut aussi se définir combinatoirement. Supposons encore que la sur- 
face B soit non orientable, et considérons la présentation (2) de F donnée auparavant. Un 
élément 5 de F sera dit A-pair, si un mot le représentant contient un nombre pair d'occu- 
rences de lettres ai, oj~^, . . . , ag,a~^. Puisque les relateurs de F contiennent un nombre pair 
d'occurences de telles lettres, cette notion est bien définie. Notons F le sous-ensemble de F 
constitué des éléments A-pairs ; il est facile de vérifier que H est un sous-groupe d'indice 2 
de F. On retrouve la définition précédente : pour voir cela, il suffit de remarquer que parmi 
les générateurs de F (donnés par la présentation (2)), seuls les a, ont pour représentants 
des lacets qui renversent l'orientation de K. Si B est orientable, on pose F = F. 

Nous disposons maintenant du vocabulaire nécessaire pour énoncer le résultat caractérisant 
le centralisateur d'un élément dans un groupe Fuchsien infini. 

Théorème 2.1 (Centralisateurs dans un groupe Fuchsien infini). Soit F un groupe Fuchsien 
infini, et u un élément non trivial deV . Siu est d'ordre infini, alors son centralisateur Z{u) 
est soit isomorphe au groupe de la bouteille de klein, soit libre abélien de rang 1 ou 2. Si de 
plus u ^r, alors Z{u) est cyclique infini. 

Si u est d'ordre fini, alors son centralisateur est cyclique fini. Plus précisément (cf. 
-proposition \1.2\) . pour i = 1, . . . , q, et < n < Ui, 2{cf) =< Ci >. 

Remarque : Si F est fini, le centralisateur d'un élément n'est pas nécessairement cyclique. 
Ainsi par exemple si B = S^, q = 3 d'indices (2, 2, 2), F = Z2 x Z2 est abélien non cyclique, 
et F est le centralisateur de chacun de ses éléments. 

Démonstration Notons F le sous-groupe canonique de F. Considérons le centralisateur 2(u) 
d'un élément u de F. 

Si u est d'ordre infini Z{u) est un groupe infini ayant un centre non trivial. Maintenant, 
d'une part tout sous-groupe d'un groupe Fuchsien est un groupe Fuchsien (cf. §3 de |JS]). et 
ainsi Z{u) est un groupe Fuchsien. D'autre part, un groupe Fuchsien infini ayant un centre 
non trivial est soit le groupe de la bouteille de Klein, soit libre abélien de rang 1 ou 2. Si 
son centre n'est pas contenu dans le sous-groupe canonique Z{u) n F de Z{u) alors G est 
cyclique infini (cf. proposition ILS. 11, |JSj). Ainsi si u ^ F alors 2(u) est cyclique infini. 
Ceci démontre la première partie de la proposition. 

Si u est d'ordre fini, alors Z(u) ne peut pas contenir d'élément d'ordre infini. En effet, 
dans le cas contraire Z{u) contiendrait le sous-groupe Z x Z„, qui n'est pas un groupe Fuch- 
sien (lemme ILS. 10 [JSj). ce qui est contradictoire. Avec le théorème 11. 21 si u est d'ordre fini, 
u est conjugué à c", pour l<i<qetnG Z*, et nous supposerons sans perte de généralité 
que u = c". Considérons un élément non trivial v E Z{u), il est de torsion, et donc avec 
le théorème 11.21 v = ac^a~^. Puisque u ei v commutent, u = c" = acj^a~^c^acj"^a~^ et 
donc avec le théorème 11.21 il existe k 0, v = ac^a~^ = et donc v G< q >. Ainsi, pour 
n / 0, Z(cf ) =< Q >. □ 
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Soit r un groupe discret cocompact d'isométrie de ou H^. Soit F contient Z © Z soit 
r est un sous-groupe discret de PSL{2,E.) = /som+(EI^). Dans le dernier cas, F est soit 
produit libre de groupes cycliques soit sans torsion, et dans tous les cas hyperbolique au sens 
de Gromov. Le centralisateur d'un élément est cyclique, et l'on peut algorithmiquement le 
déterminer pour un élément arbitraire en appliquant l'algorithme figurant en [Pr2]. 

Les cas restant correspondent au cas euclidien, ou encore à B fermée, et T contenant un 
sous-groupe d'indice fini, isomorphe au groupe d'une surface F avec x{P) = 0- H existe 7 
groupes Fuchsiens vérifiant ces conditions, ils sont caractérisés dans le théorème 11.11 Dans 
ce cas, F contient Z © Z comme sous-groupe d'indice fini et le centralisateur d'un élément 
n'est plus nécessairement cyclique. Le lemme suivant fournit une présentation plus adéquate 
pour chacun de ces groupes, en ceci qu'elle explicite le sous-groupe libre abélien de rang 
2 d'indice fini, et une décomposition en un produit semi-direct d'un groupe de surface 
euclidienne par un groupe fini. 

Lemme 2.1 (Présentation pour un groupe Fuchsien cristallographique) . Considérons les 
groupes Fuchsiens suivants : 

Gi =< ai, 02 I ala2 = 1 > 

G2 =< Ci,C2,C3 \c\ = cl = cl = {ciC2Czf = 1 > 

Ga =< ci,C2\cl = 4 = (ciC2f = 1 > 

G4 =< Cl, C2, \c\ = C2 = (ciC2)^ = 1 > 
G5 =< Cl, C2, \c\ = cl = (ciC2f = 1 > 

Gq =< a, c, [ c^ = (a^c)^ = 1 > 
Ils admettent aussi pour présentations : 

Gi =< a,ti,t2 I = ti, [ti,t2] = 1, at2a~^ = > 
G2 =< C,ti,t2 I c^ = 1, [ti,t2] = 1, cÉic-^ = t^\ ct2C-^ = t^^ > 

G3 =< C,ti,t2 I C^ = 1, [ti,t2] = 1, CtiC~^ = t2, Ct2C~^ = t^^^t^^ > 

G4 =< C,ti,t2 \ é = l, [tl,t2] = 1, CtiC"^ = t2, Ct2C-^ = t^^ > 
G5 =< C,ti,t2 I C^ = 1, [ti,t2] = 1, CtiC"^ = t2, Ct2C~^ = t^H2 > 

Gq =< a,c,ti,t2 \ a^ = ti, [ti,t2] = l, at2a~^=t2^, 

(? = 1, ctic^"^ = t^^ , ct2C^^ = t2^ , cac~^ = t2a~^ > 

Remarques : - Les présentations obtenues explicitent le sous-groupe Z © Z d'indice fini 
et la structure de produit semi-direct pour chacun de ces groupes. 

- Bien sûr Gi est le groupe de la bouteille de Klein, ^2,^3,04,^5 sont des produits 
semi-directs de Z © Z, respectivement par Z2, Z3, Z4, Zg. Quant à Gq, c'est un produit 
semi-direct du groupe de la bouteille de Klein par Z2 mais aussi une extension finie de 
Z©ZparZ2©Z2. _ _ 

- Les sous-groupes d'orientation Gi,Gq de Gi et Gq sont engendrés respectivement par 
a^,ti,t2 et a^,c, ti,t2- 

Démonstration. Procéder par changements de Tietze. Nous n'indiquons que comment ex- 
primer les nouveaux générateurs en fonction des anciens. 
Pour Gi. Poser a = ai, ti = af, et t2 = a^^a2^ ■ 



Pour G2. Posons c = ci, ti = C2C1, et t2 = C2C3. 
Pour G3. Posons c = cj~^, ti = c^^C2, et t2 = C1C2C1. 
Pour G4. Posons c = ci, ti = C2C^^, et t2 = ciC2c\. 
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Pour G5. Posons c = ci, ti = C]^^C2, et t2 = 0^^020^^. 

Pour Gq. Posons ti = a^, et t2 = (ca)"^. □ 
Nous pouvons dès-lors expliciter les centralisateurs dans ces groupes. Une preuve calcu- 
latoire peut se trouver dans ma thèse de doctorat ( |Prl| ). 

Théorème 2.2 (Centralisateurs des groupes Fuchsiens cristallographiques) . Considérons 
les groupes Gi, G2, G3, G4, G5 et Gq apparaissant dans le lemme \2J\ et munissons-les des 
présentations qu'il nous fournit. Elles explicitent pour chacun des Gi un sous-groupe d'in- 
dice fini, libre abélien de rang 2, engendré par ti,t2 ; notons le Hi. Nous décrivons le 
centralisateur d'un élément quelconque de ces groupes. Si u Gi, notons Z{u) son centra- 
lisateur dans Gi. 

Pour Gi : Tout élément de Gi s'écrit de façon unique, sous la forme t^^t^'^ ou t^^t^'^a. Le 
centralisateur d 'un élément non trivial u Çi Gi, est décrit par : 



ue Hi 

u = tlH^-" 


Z{u) = < 


Gi ^ 7ri(K]B2) si u e< ti > 
Hi^Z^Z siu^<ti> 


u G Hi.a 

u = t^H^'a 


Z{u) =< t^'^a > 



Pour G2 : Tout élément de G2 s'écrit de façon unique sous la forme t^^t^'^ ou t^^t^'^c. Le 
centralisateur d'un élément non trivial u de G2 est décrit par : 



ue H2 
u = f^H^^ 


z{u) = F2 = z e z 


u G H2.C 

u = tlH'i^c 


Z{u) =<u> 



Pour G3 / Tout élément de G3 s'écrit de façon unique sous la forme t"^t2^, ou t^^t2^c, ou 
t^^t2^(? . Le centralisateur d'un élément non trivial u de G3 est décrit par : 



u = tlHf 


Z{u) = H3^Z®Z 


u G H^.c 

u = t^^t^'^c 


Z{u) =<u> 


u G ff3.C^ 

u = t^Hl^c^ 


Z{u) =< tlH^^-'^'o 



Pour G4 / Tout élément de G4 s'écrit de façon unique sous la forme t"^t2^, ou t^^t2^c, ou 
t'^^t2^(? , OU t^^t2^c^. Le centralisateur d'un élément non trivial u de G 4 est décrit par : 



u = t^H"^^ 


Z{u) = H4^Z®Z 


u G H4.C 
u = t^Hl^c 


Z{u) =<u> 


u G H^.c^ 
u = tlHfc^ 


Z{u) = < 


< ti t2 ^ C > si ni + 77-2 pair 

< u > sinon 


u G iÎ4.C^ 

u = t^H^^'c^ 


Z{u) =< t^"ic > 



Pour G5 / Tout élément de G5 s'écrit de façon unique sous la forme t^^t^"^ , ou t^^t^^c, ou 
t^^t2^(P' , OU t^^t2^(? , OU t^^t2^c^, OU t"^t2^c^. Le centralisateur d'un élément non trivial u 
de G5 est décrit par : 
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M G iÏ5 

„, _ j.ni.n2 
U — I2 


Z{u) = H5^Z(BZ 


U E H^.c 

u = t^H^^c 


Z{u) =<u> 


u G H^.c^ 

i Z 


Z{u) = < 


■ <t^ ^ ^ c> sz3/(ni— 712) 
1 < n > sinon 


u G H^.c^ 

u = tlH'i^ê 


Z{u) = 


) < ti ^ t2 ^ c> si ni et n2 pairs 
\ < u > sinon 


u G H^.à 

u = tlH'l^à 


Z{u) = 1 


<ti ^ ^2 ^ si3/{ni—n2) 
< t^i+"2i-"ic2 > sinon 


u G H^.é' 

u = tlH^c" 





Pour Gq : Tout élément de G% s'écrit uniquement sous la forme t^^t'^'^ ou t^^i^^a, ou 
t"H2^c, ou ^"Hg^ac. Notons Kq le sous-groupe de Gq engendré par a, ti,t2 ; il est isomorphe 
au groupe de la bouteille de Klein. Le centralisateur d'un élément non trivial u de Gq est 
décrit par : 



u = t^H^^ 


Z{u) = < 


< ac,ti >= TTi{KB2) siu£<t2> 
= vri(ICB2) siue<ti> 
i/e = ^ © ^ sinon 


u G Hq.O 

u = t^H^'a 


Z{u) =< t2^a > 


u £ Hq.c 
u = t^H^c 


Z{u) =<u> 


u G Hqmc 

.ni ,n2 

U = t^ t2 ac 


Z{u) =< tl^ac > 



Corollaire 2.1. Sous les mêmes hypothèses que précédemment, G\ a un centre cyclique 
infini engendré par ti, tandis que G2, G3, G4, G5, Gq ont un centre trivial. 
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